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Аннотация. Выведено общее выражение для потенциала дисперсионного взаимодействия 
Ван-дер-Ваальса нейтрального атома со структурой, характеризующейсядробной фрактальной 
размерностью.Получено выражение для частоты столкновений атомов водорода в квантовом 
(квазиклассическом) приближении с поверхностью с произвольной фрактальной размерностью 
структуры. При рассмотрении общего уравнения адсорбции с учетом фрактальной размернос-
ти поверхности адсорбентабыло показано, что эта величина определяет показатель степени в 
эмпирическом уравнении изотермы адсорбции Фрейндлиха.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Адсорбция одно из самых распространенных 

явлений в физикохимии поверхностей конденсиро-
ванных сред. Концентрирование вещества вблизи 
поверхности раздела фаз связано с тем, что поверх-
ностные атомы адсорбента, не полностью окружен-
ные соседними атомами, создают на поверхности 
силовое поле, которое и притягивает молекулы из 
другой фазы [1]. То есть всякий раз, когда мы ви-
дим поверхность (раздела фаз), мы знаем, что на 
ней присутствует некоторое количество адсорби-
ровано вещества. Адсорбция имеет огромное прак-
тическое значение в современной промышленной 
технологии. Стадия адсорбции обязательно проис-
ходит в гетерогенном катализе. 

В настоящее время проводятся активные поис-
ки подходящих адсорбентов для хранения и транс-
портировки водорода в адсорбированном состоя-
нии с целью реализации перехода на водородное 
топливо. К таким адсорбентам предъявляется ряд 
технологических требований, в том числе по ад-
сорбционной емкости, по силе удерживания водо-
рода на поверхности и по его десорбции. В работе 
[2] на основе опубликованных экспериментальных 
изотерм адсорбции в сверхкритической области 
получен критерий, позволяющий определить пре-
дельную адсорбцию водорода при разных темпе-
ратурах. Показано, что предельная адсорбция во-

дорода для модели одиночной графитовой плос-
кости составляет 5 mass% при 77 K, а при 293 K – 
1 mass%. Возможные способы увеличения адсор-
бции связаны, во-первых, с увеличением адсор-
бционного потенциала путем модифицирования 
поверхности, во-вторых, с синтезом адсорбентов 
(не обязательно чисто углеродных) с более разви-
той удельной поверхностью, в том числе и с фрак-
тальной структурой.

Теоретические работы на основе квантово-хи-
мических расчетов с привлечением теории функ-
ционала плотности, достаточно точно прогнози-
рующие свойства систем, широко используются 
с целью раскрытия механизмов адсорбции и для 
оценивания модифицирующих добавок на адсор-
бционную активность уже известных адсорбентов. 
Вработе [3] показано, что промотирование фулере-
на С60 атомами щелочными металлами значитель-
но усиливает его способность к адсорбции моле-
кулярного водорода по сравнению другими извес-
тными комплексами фулеренов с металлами. На-
блюдаемый эффект в большей степени проявляется 
в присутствии атомов натрия, при этом содержа-
ние водорода составляет ~9.5 mass%.Таким обра-
зом, было показано, что молекулы фулерена, леги-
рованные щелочными металлами, могут относится 
к новому классу важных наноструктурных матери-
алов, пригодных для использования при хранении 
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водорода. Модифицирование графена переходны-
ми металлами 8Б группы приводит к увеличению 
его адсорбционного потенциала, причем наиболь-
ший эффект проявляется в присутствии Os [4]. Ре-
зультаты, полученные в работе [5], указывают на 
то, что Pd-графеновые системы, допированные 
NH-группой, весьма перспективны для использо-
вания при хранении водорода. При изучении влия-
ния различных факторов (содержание металла, но-
сителя, метода получения) на адсорбцию водоро-
да на силикате SBA-15, модифицированном нике-
лем [6], было показано, что высокодисперсное на-
несение никеля увеличивает адсорбцию водорода.
Подобные материалы, как правило, можно охарак-
теризовать как объемные фракталы, обладающие 
самоподобием структуры в различных пространс-
твенных масштабах.

Модельная адсорбция водорода проводилась 
также на сложных системах: нананотрубках нит-
рида бора – искусственно полученном аналоге уг-
леродных нанотрубок, с добавлением Na в качест-
ве модификатора [7], на цеолитных кластерах, со-
держащих щелочноземельные металлы (Be, Mg и 
Ca) [8], на нанокластерах гидроксилированных пи-
роксенах [9]. В качестве более простых по составу 
адсорбентов рассматривались металлы и их оксиды 
[10–13]. Было обнаружено, что адсорбция водорода 
на кластере Ru-19 вызывает изменение типа крис-
таллической решетки рутения и возможна только 
в атомарном виде [11]. 

Описание синтеза и свойств адсорбентов с бо-
лее развитой удельной поверхностью можно най-
ти в работах [14–17]. Метал-органический каркас 
(MOF) – микропористый материал, построенный 
из мостиковых металлических центров и органи-
ческих лигандов – относительно новый и весьма 
перспективный материал для создания хранилищ 
водорода. Этот материал зачастую имеет фракталь-
ную структуру. В [14] было предложено использо-
вать MOF-177 в качестве стандартного адсорбента 
для водорода, поскольку его структура хорошо изу-
чена и обладает высокой адсорбционной способ-
ностью. В экспериментальной работе [15] деталь-
но описаны синтез, характеристики и адсорбцион-
ные свойства MOF-177 по отношениюк водороду.
Полученный образец адсорбента обладал высокой 
адсорбционной способностью (11.0 mass% – избы-
точной адсорбции и 19.67 mass% – абсолютной ад-
сорбции). Было показано, что изотермы адсорбции 
водорода, полученные в области как низких, так и 
высоких давлений, хорошо описываются уравне-
нием Фрейндлиха. 

Таким образом, возникает интерес к теорети-
ческому рассмотрению процесса адсорбции водо-
рода на фракталах с целью получения изотермы 
адсорб ции и сопоставления результатов теории с 
имеющимися экспериментальными данными. Ре-
шению этой задачи посвящена настоящая статья.

2. ПОТЕНЦИАЛ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
АТОМА С ФРАКТАЛЬНЫМ АГРЕГАТОМ
Фрактальные твердотельные структуры или аг-

регаты в объеме характеризуются дробной метри-
ческой размерностью D и обладают свойством са-
моподобия в нескольких пространственных масш-
табах. Такие структуры образуются в далеких от 
равновесия условиях. Примером может служить 
пористый кремний, который формируется путем 
электрохимического травления в спиртовом рас-
творе плавиковой кислоты. Известно, в частности, 
что пористый кремний имеет четко выраженную 
объемную фрактальную структуру. Эта структура 
практически всегда выявляется экспериментально. 
Фрактальные поверхности твердых тел с нецелой 
размерностью d образуются в результате т. н. ки-
нетического огрубления при высоких плотностях 
молекулярных потоков, когда степень осаждения 
достаточно велика.

Рассмотрим дисперсионное взаимодействие 
Ван-дер-Ваальса нейтрального атома с вещест-
вом фрактальной структуры. Предполагается, что 
потенциал парного межатомного взаимодействия 
имеет вид:

 U r
C
r

( ) = - 6
6 ,  (1)

где C6 – константа Ван-дер-Ваальса. В области 
действия дисперсионных сил внешний атом доста-
точно далеко удален от вещества и взаимодейству-
ет не с отдельными ближайшими атомами, а со всем 
континуумом, структура которого характеризуется 
средней плотностью. С целью фрактального обоб-
щения будем искать потенциал взаимодействия 
атома с полубесконечными пластиной, плоскостью 
и нитью, то есть с объектами размерности 3, 2 и 1 
соответственно. Для этого воспользуемся нижес-
ледующими усреднениями.

1. Взаимодействие «атом – пластина». Для по-
тенциала взаимодействия атома с элементом объ-
ема пластины dV запишем:
 dU n U r dVV V= ( ) , (2)
где nV  – объемная плотность атомов пластины. 
Подставляя (1) в (2) и выполняя интегрирование, 
находим:
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 U z n r zr U r dr
n C

zV V
z

V( ) ( ) ( )= - = -
•

Ú2
6

12 6
3p

p
, (3)

где z – ближайшее расстояние от атома до поверх-
ности пластины.

2. Взаимодействие «атом – плоскость». Для по-
тенциала взаимодействия атома с элементарной 
площадкой dS  на плоскости имеем:
 dU n U r dSS S= ( ) , (4)
где nS  – поверхностная плотность атомов. Интег-
рируя (4) с учетом (1), находим:

 U z n U r r dr
n C

zS S
z

S( ) ( )= = -
•

Ú2
2

16
4p

p
, (5)

где z – ближайшее расстояние от атома до плос-
кости.

3. Взаимодействие «атом – нить». Для потен-
циала взаимодействия атома с участком нити дли-
ной dl  примем:
 dU n U r dlL L= ( ) , (6)
где nL  – линейная плотность атомов. После интег-
рирования (6) с учетом (1) получим:

 U z n U l z dl
n C

zL L
L( ) ( )= + = -

-•

•

Ú 2 2 6
5

3
8

1p
, (7)

где z – ближайшее расстояние от атома до нити.
Из (3), (5) и (7) следует, что при изменении раз-

мерности структуры D от 3 до 1 степень потенциала 
взаимодействия меняется от 3 до 5. Причем сумма 
«D+показатель степени потенциала» всегда посто-
янна и равна 6. Полученные формулы могут быть 
обобщены в следующем виде:

 U z

D n C

D z
A

zD

D

D

D D( )
( )

= -

-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-
= -

-

- -

p
1

2
6

6 6

7
2

2 6
1

G
, (8)

где G( )x  – гамма-функция Эйлера, nD  – фракталь-
ная плотность вещества, [ ]m D- . В (3), (5) и (7) 
входит расстояние от атома до ближайшей точки 
тела, с которым происходит взаимодействие. 
Следовательно, в формуле (8) расстояние z нужно 
понимать, как минимальное расстояние от атома 
до границы фрактального континуума. Формула 
(8) применима лишь при достаточно больших 
расстояниях между атомом и веществом, когда 
отдельные детали рельефа поверхности не вносят 
вклад в результирующий потенциал взаимодейст-
вия, т. е. когда поверхность фрактального вещес-
тва можно считать плоской. По мере приближения 
атома к фрактальной поверхности будет уже пре-
валировать его взаимодействие с отдельными 
мелкомасштабными (атомными) шероховатостя-

ми, и формула (8) перестанет быть справедли-
вой.

3. ИЗОТЕРМА АДСОРБЦИИ 
НА ФРАКТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
Адсорбцию атомов водорода вследствие их ма-

лой массы будем рассматривать в квантовом (ква-
зиклассическом) приближении. В этом случае для 
потенциала (8) полное сечение рассеяния можно 
выписать сразу, используя известный результат 
[18, с. 608]:

 s( )v Bv D= -
2

5 , (9)

B D
D

D
D

D
D
D= -
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È
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�
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где �  – постоянная Планка, v – скорость. После 
раскрытия неопределенности при D=3 с учетом 
предела:
 limsin( ) ( )

x
x x

Æ
=

0
1G

из (9) получается формула:

 s
p

( )v
C n

v
V=

3
6

3�
. (10)

Частота столкновений атомов с поверхностью 
определяется с помощью интеграла [19, с.136]:

 f N
V

m
kT

mv
kT

v v dv= Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

•

Ú
p s
2 4

3 2 2
3

0

/

exp ( ) , (11)

где k – постоянная Больцмана, T – абсолютная 
температура, m = ◊ -1 67 10 27. кг – масса атома водо-
рода.Подставляя (9) в (11) и выполняя интегриро-
вание, получаем:

 f pB
kT

m
kT D

D
= Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ -

+Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-
-

-

2
4

1
5

2
1

5
1
2

p G . 12)

где p – давление в газовой фазе. При записи (12) 
использовалось уравнение состояния идеального 
газа p N kT V= / . При D = 3 из (12) находим:

 f
C n p

kT
V=

p9 2
6

3

/

�
. (13)

В формулу (13) не входит масса атома водоро-
да, что является следствием квантово-механичес-
кого приближения. Для сравнения отметим, что в 
классическом случае для невзаимодействующих с 
поверхностью атомов газа частота столкновений 
равна f p mkT= / 2p .

АДСОРБЦИЯ ВОДОРОДА НА ФРАКТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
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Перейдем теперь к рассмотрению изотермы ад-
сорбции атомов водорода на фрактальной поверх-
ности при D = 3. Скорость десорбции атомов про-
порциональна занятой поверхности S1:
 v k S d

1 1 1
2= / ,d Œ[ , )2 3 ,

где d – фрактальная размерность поверхности, 
k1 – коэффициент, зависящий от структуры повер-
хности и теплоты адсорбции. Скорость адсорбции 
будет определяться частотой f и площадью свобод-
ной поверхности S2 :
 v k f S k p S Sd d

2 2 2
2

3 1
2= = -/ /( ) ,

где k2 и k3  – коэффициенты, зависящие от струк-
туры поверхности и константы взаимодействия 
Ван-дер-Ваальса, S – полная площадь, f – опреде-
ляется формулой (13). Из условия адсорбционного 
равновесия v v1 2= находим изотерму адсорбции:

 q = =
+

S
S

bp
bp

d

d
1

2

21
( )

( )

/

/ , (14)

где b k k= 3 1/ . Уравнение (14) по форме совпадает 
с уравнением адсорбции Брэдли (H. Bradley, 1927) 
[20, с.39].В литературе изотерму вида (14) иногда 
называют уравнением Ленгмюра–Фрейндлиха. При 
d = 2 из (14) следует уравнение Ленгмюра, которое 
имеет место для однородных поверхностей. При 
малых значениях давлений из (14) получается 
уравнение Фрейндлиха:
 q = Kp n1/ , (15)
где K b d= 2/  и n d= / 2. Для сплошных массивных 
образцов с фрактальной структурой поверхност-
ных шероховатостей при D = 3 и 2 3£ <d  типич-
ные экспериментальные значения показателя сте-
пени 1/n в (15) составляют 0.6–0.8, что хорошо 
укладывается в рамки рассмотренной теоретичес-
кой модели.

Из экспериментов следует (см., например, [15, 
20]), что показатель степени в (14), (15) может заве-
сить от температуры. По нашему мнению, возмож-
ное изменение фрактальной размерности структу-
ры d можно идентифицировать как фазовый пере-
ход второго рода на поверхности материала. Та-
кие переходы всегда происходят раньше, чем объ-
емные структурные превращения, и могут иметь 
место даже в том случае, когда фазовые переходы 
в объеме вообще отсутствуют [21].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе предпринята попытка оп-

ределить влияние фрактальных свойств объема 
и поверхности адсорбента на процесс адсорбции 
атомов водорода. Скорость адсорбции атомов вы-

числена в квазиклассическом приближении с 
учетом сил Ван-дер-Ваальса, величина и харак-
тер действия которых зависит от объемной фрак-
тальной структуры адсорбента. Выведено общее 
уравнение изотермы адсорбции, которое учиты-
вает поверхностную фрактальную структуру ад-
сорбента. Показано, что показатель степени в эм-
пирическом уравнении Фрейндлиха определяет-
ся фрактальной размерностью поверхности. Ос-
тается открытым вопрос о влиянии фрактальной 
структуры объема сорбента на вид барической за-
висимости адсорбции. В связи с этим, представля-
ет интерес теоретически и экспериментально вы-
явить взаимосвязь между параметрами адсорбции 
и фрактальными размерностями объема и поверх-
ности агрегата D и d. Конструктивную роль в ис-
следованиях здесь может сыграть моделирование 
методами молекулярной динамики, Монте-Карло 
и клеточных автоматов.
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Abstract. Solid-state fractal structures, or aggregates have fractional metric dimension values and 
have the property of self-similarity over multiple spatial scales. Such structures are formed in 
nonequilibrium conditions.Porous silicon, for instance, has a distinct fractal structure.Such structures 
are always observed in the analysis of experimental data. 
Our study is focused on the dispersive interaction between a neutral atom and a substance with a 
fractal structure. We present a general analytical formula for the interaction potential that is defi ned 
as fractional power function of the distance.The paper demonstrates that the exponent of the potential 
depends on the volume fractal dimension.
The scattering cross-section and the collision frequency of hydrogen atoms with the fractal manifold 
were calculated in the quantum (quasiclassical) approximation with arbitrary value of the fractal 
dimension. 
Considering three conditions – that the adsorption rate is equal to the desorption rate, the adsorption 
rate is determined by the frequency of collisions and effective surface area, and the desorption rate 
is proportional to the occupied surface area - we propose an isotherm equation for hydrogen adsorption 
on fractal surfaces. This equation is similar to the Freundlich equation. When the surface is smooth, 
the proposed equation yields the Langmuir adsorption isotherm. When the pressure is low, the equation 
yields the Freundlich adsorption isotherm, with the exponent depending on the fractal dimension of 
the surface. When the pressure is low and the surface is smooth, the equation yields Henry’s adsorption 
isotherm.
Thus, the paper demonstrates that the exponent in the Freundlich empirical equation is determined 
by the fractal dimension of the surface.According to the experimental data, the exponent in Freundlich 
adsorption isotherm is also a temperature-dependent value. This means that possible alterations in 
the surface fractal dimension, caused by temperature changes, can be identifi ed as the second order 
phase transition on the surface of the material. Such transitions always come before structural 
transformations in volume and can occur even when there are no phase transformations in the 
bulk.

Keywords: surface fractal dimension, potential of dispersion interactions, hydrogen adsorption, 
Freundlich equation. 
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