
КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, Том 16, № 4, 2014 439

КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, Том 16, № 4, С. 439—448

УДК 544.638.2:51-74

РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА 
В КАНАЛЕ ОБЕССОЛИВАНИЯ ЭЛЕКТРОДИАЛИЗНОГО 

АППАРАТА

 2014© А. В. Коваленко 1, В. И. Васильева 2, В. В. Никоненко 1, А. М. Узденова 3,  
М. Х. Уртенов 1, P. Sistat 4, Е. Д. Белашова 4

1Кубанский государственный университет, ул. Ставропольская, 149, 350040 Краснодар, Россия
2Воронежский государственный университет, Университетская пл., 1, 394006 Воронеж, Россия,

3Карачаево-Черкесский государственный университет им. У. Д. Алиева ул. Ленина, 29, 369200 Карачаевск, 
Россия

4Европейский Институт Мембран, НЦНИ (ЕИМ), Монпелье, Франция 
savanna-05@mail.ru

Поступила в редакцию 10.10.2014 г.

Аннотация. Данная работа посвящена разработке теории подобия процессов переноса ионов 
соли с учетом электроконвекции в канале обессоливания электродиализного аппарата, огра-
ниченного идеально селективными гомогенными анионообменной и катионообменной мем-
бранами. Введены критерии подобия, выяснен их физический смысл и приведены примеры. 
Высказаны рекомендации по проведению физических и вычислительных экспериментов. 
Предложены некоторые нетривиальные критерии подобия, с использованием которых про-
ведено исследование влияние на электроконвекцию ряда параметров экспериментов.

Ключевые слова: электродиализ, обессоливание, критериальные числа, уравнения Нернста-
Планка-Пуассона и Навье-Стокса, критерии подобия.

ВВЕДЕНИЕ
явление электроконвекции в мембранных си-

стемах представляет интерес для исследований, 
поскольку является, по мнению многих авторов, 
основным механизмом сверхпредельного массопе-
реноса. Исследованию электроконвекции посвя-
щено значительное число теоретических [1—18, 
25, 26, 31, 32] и экспериментальных работ [11, 
14—18, 27, 33, 34]. В этих работах используются, 
как правило, размерные величины. Поэтому фак-
тически исследуется влияние отдельных факторов 
(скачка потенциала, средней скорости вынужденного 
течения раствора, геометрических характеристик ка-
нала, начальной концентрации, и т. д.) на процесс 
переноса. Однако влияние этих факторов проявляется 
не порознь, а совместно. Вследствие этого возника-
ет проблема введения безразмерных комплексов из 
размерных величин, имеющих физический смысл 
и позволяющих выразить внутренние связи про-
цесса. Как известно, для решения этой проблемы 
используется теория подобия, основанная на пере-
ходе к безразмерным параметрам в уравнениях 

и формулах, описывающих процесс, с использова-
нием характерных для изучаемой системы величин. 
В то же время, теория подобия является фактически 
теорией эксперимента и моделирования, включая 
физические и численные эксперименты. Три тео-
ремы подобия указывают [21—24], какие величины 
необходимо измерять в эксперименте и как обра-
батывать его результаты, а также как определять 
границы применимости результатов. Из этих тео-
рем следует, что измерять надо величины, входя-
щие в критерии подобия, а результаты нужно 
представлять в виде соотношений между критери-
ями подобия, и они справедливы для всех подобных 
процессов.

Данная работа является продолжением и раз-
витием работы [13]. Целью является развитие те-
ории подобия процессов переноса в канале обес-
соливания с учетом электроконвекции, включая 
введение и определение физического смысла ха-
рактерных величин и критериев подобия. В ней 
предложены некоторые нетривиальные критерии 
подобия и определен их физический смысл и про-
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анализированы характеристики процесса переноса 
с их учетом.

1. Характерные значения параметров
При проведении и анализе физических и чис-

ленных экспериментов [14—19, 27] можно видеть, 
что часть данных, условно говоря, неизменна, 
а другая часть варьируется от эксперимента к экс-
перименту. Если ограничиться экспериментами 
с раствором хлорида натрия, то неизменными 
можно считать коэффициенты диффузии катиона 
(  м 2/с) и аниона (  м 2/с). 
Также считаются неизменными плотность раство-
ра  кг/м 3, коэффициент кинематической 
вязкости  м 2/с. Используются также 
универсальные постоянные: число Фарадея , 
универсальная газовая постоянная , абсолютная 
температура , диэлектрическая проницаемость 
среды .

Изменяемыми параметрами, определяющими 
условия эксперимента, являются ширина канала 
обессоливания H, которая обычно меняется в за-
висимости от размера экспериментальной ячейки 
от 0.5 мм до 10 мм, длина канала L  (от 1 мм до 
десятков сантиметров), средняя скорость вынуж-
денного течения раствора  (от 0 до 10 см/с), на-
чальная концентрация раствора  (от 10–3 моль/л 
до 2 моль/л). В зависимости от выбора режима 
(гальванодинамический или потенциодинамиче-
ский) меняется заданная плотность тока или скачок 
потенциала. Ниже рассматривается потенциодина-
мический режим и предполагается, что скачок 
потенциала меняется от  В до  В.

2. Безразмерные параметры в уравнениях 
и краевых условиях

В работе [13] нами был осуществлен переход 
к безразмерному виду в краевой задаче, соответ-
ствующей модели [1], с использованием указанных 
выше характерных размерных величин, и были 
введены в рассмотрение следующие безразмерные 
параметры:

1) ширина  и длина  ,

2) число Пекле являющееся отно-

шением конвективного переноса к молекулярному 
переносу,

3) число Рейнольдса  являющееся 

отношением силы инерции  к силе 
вязкого трения ,

4) малый параметр , где 

 — Дебаевская длина. Малый пара-

метр является удвоенным квадратом отношения 
Дебаевской длины к ширине канала. Этот параметр, 
впервые введен в работах [29, 30].

5) общее критериальное число электрической 

силы .

В [13] показано, что постоянную  можно 
выразить через электрическую силу  
и силы инерции:

 , (1)

6) общее критериальное число электроконвек-
ции  определяется как коэффициент при безраз-
мерной электрической силе, ответственной за 
электроконвекцию, т. е. в виде:

 , (2)

откуда следует его выражения через размерные 
параметры:

 . (3)

Из определения числа электроконвекции  
следует существование такого его критического 
значения , что при , электроконвекция 
возникает во всем канале.

Оценка безразмерных параметров показывает, 
что для характерных при электродиализе значений 
размерных величин числа Пекле и Рейнольдса 
имеют порядки  и  соответственно. 
Число  можно считать малым параметром, по-
скольку его значение меняется от до . 
Числа  и  имеют порядок  и  
соответственно.

7) Введем в рассмотрение также безразмерные 
параметры, входящие в краевые условия [13]: 

, , ,  , 

, где  — общее значение потенциала, 

 — начальное значение потенциала и  — 
темп прироста потенциала,  и  — гранич-
ные значения концентраций на анионообменной 
и катионообменной мембранах соответственно. 
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Кроме того, важным параметром является отноше-
ние длины к ширине канала . В рамках модели 
начальная концентрация в канале и концентрация 
на входе в канал считаются одинаковыми, хотя 
могут быть эксперименты, когда они разные. В ряде 
численных экспериментов для простоты расчетов 
принято .

3. Понятие подобия
Из постановки задачи следует, что размерны-

ми определяющими параметрами эксперимента 
являются параметры: . К этим 
параметрам нужно добавить еще один параметр, 
связанный со скачком потенциала. Если исследу-
ется потенциодинамический режим, например, 
строится вольтамперная характеристика (ВАХ), то 
обычно , а при потенциостатическом режиме 

. Поэтому, как правило, со скачком потенци-
ала связан всего один параметр, который обозна-
чается как . Кроме того, к размерным параметрам 
относится и время проведения эксперимента . 
Таким образом, имеется восемь размерных пара-
метров, определяющих конкретный эксперимент: 

.
Пусть имеется некоторый набор размерных 

д а н н ы х  1 :   
, 

и  другой набор размерных данных 2: 
  

.
Для того чтобы процессы, соответствующие 

двум разным наборам данных, были подобны 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
равенство безразмерных параметров в системе 
уравнений и краевых условиях. Как следует из 
безразмерных уравнений и краевых условий без-
размерными параметрами задачи являются пара-
метры ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  . В свя-
зи с этим параметры , , , , , ,  , 

,  являются критериями подобия (обычно их 
называют тривиальными критериями).

Из теории подобия следует, что в экспери-
ментах необходимо измерять величины: ,  , 

, , , , , , , а результаты экс-
перимента надо представлять в виде нетриви-
альных критериев подобия (они называются 
также инвариантами), например, в виде крите-
р и а л ь н ы х  з а в и с и м о с т е й : 

.
Для каждого явления, изучаемого с помощью 

критериев подобия, существует свое уравнение, на-
пример, при изучении электроконвекции вблизи 

катионообменной мембраны нужно выразить безраз-
мерный скачок потенциала  около мембраны как 
функцию от , , , , , , ,  , .

4. Подобные размерные наборы данных
Выведем соотношения для подобных размер-

ных наборов данных. Равенство чисел Пекле 
и Рейнольдса обеспечивается, если:

 . (4)

Из равенства малых параметров  следует:

 . (5)

Из равенства общих критериев электрокон-
векции получаем:

 . (6)

Остальные уравнения имеют вид:

 , (7)

 , (8)

 , (9)

 . (10)

Таким образом, получаем систему уравнений 
(4—10) для размерных и изменяемых параметров 
для подобных задач. Эта система уравнений име-
ет однопараметрическое семейство решений. Дей-
ствительно, выразим из (4) , получим (11), а из 
(5) выразим  и получим (12):

 , (11)

 . (12)

Подставив в (6), получим тождество, из кото-
рого следует, что какой-то параметр, например  , 
может быть произвольным, тогда два других пара-
метра однозначно выражаются через него, напри-
мер, согласно формулам (11) и (12).

Остальные уравнения однозначно разрешаются:

 , (13)

 , (14)
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 , (15)

 . (16)

Замечание 1. Принципиальным является, как 
видно из предыдущих вычислений, только первые 
три соотношения. После их решения другие пара-
метры просто пересчитываются по формулам.

5. Конкретные примеры подобия безразмерных 
наборов данных

5.1. Пример расчета набора данных 2 подобного 
заданному набору 1

Пусть имеется конкретный набор данных 1: 
,  м м / с , 

,  ,  
 , . Найдем набор дан-

ных 2, эквивалентных набору 1, при длине равной 

м. Из равенства  следует, что 

тогда  или м, 

,  , 

,  , 

.

Таким образом, получаем набор данных 2 по-
добный набору данных 1:  моль/м 3, 

 м м / с ,  м ,  м , 
, , .

Если, например, известно решение краевой 
задачи для набора данных 2, то краевая задача для 
набора данных 1 решается путем преобразования 
решения для набора данных 2 с использованием 
простых формул.

Формулы преобразования получаются при-
равниванием безразмерных величин, например: 

 

, и т. д., откуда следует, например: 

   

и т. д.

Рис. 1. Зависимость безразмерной плотности тока от безразмерного времени для двух 
различных, но подобных наборов исходных данных: 1 — первый набор данных, 2 — 

второй
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5.2. Сопоставление решений для подобных наборов 
данных

Проведем сопоставление решений следующих 
подобных наборов данных: 1) 
и мм/с, , .

2 )  и м м / с ,
, .

На рис. 1 приведены ВАХ, посчитанные для 
обоих наборов данных. Как видно из рис.1, имеет-
ся хорошее совпадение в области стационарности 
ВАХ. Отчетливо наблюдаемое отличие времени 
начала электроконвекции для обоих наборов дан-
ных объясняется тем, что момент начала электро-
конвекции является случайной величиной с неко-

торым математическим ожиданием и дисперсией. 
В области нестабильности ВАХ тенденции совпа-
дают с большой точностью, но сами значения, 
подверженные случайным колебаниям, незначи-
тельно отличаются. Кстати, если ВАХ численно 
рассчитать дважды для одного и того же набора 
данных получим такое же отличие, связанное с раз-
личной реализацией одной случайной величины. 
Анализ рис. 2 показывает, что нестабильность ВАХ 
вызвана нестабильностью области концентраци-
онной поляризации, примыкающей к ионообмен-
ным мембранам, что в свою очередь вызвано не-
стабильностью размеров электроконвективных 
вихрей и их бифуркациями.

а) б)
Рис. 2. Распределение концентраций (цветовая шкала), линий тока течения раствора (черный цвет) и плотности 
тока (белый цвет) при безразмерном времени t=150: а) набор данных 1, размерное время t=187.25 c, б) набор 

данных 2, размерное время t=18.725 c

6. Мультипликативные критерии подобия
Нами введены два нетривиальных критерия 

подобия, названные из-за формы мультипликатив-
ными. Один из нетривиальных мультипликативных 
критериев подобия был установлен выше по опре-
делению: . Для нахождения еще одного 
нетривиального критерия подобия перемножим 
следующие тривиальные параметры подобия за-

дачи между собой: , , 

, тогда получим

. Правая часть является по-

стоянной безразмерной физической величиной: 

. С учетом  из этого равен-

ства получаем выражение (17), из которой следует 
(18):

 , (17)

 . (18)
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Поскольку в данной работе предполагается, что 
 и  являются постоянными, числа Пекле и Рей-

нольдса связаны соотношением , 
следовательно (17) может быть переписано в виде:

 , (19)

где  — некоторая безразмерная 

физическая постоянная.
Из (19) следует, что число электроконвекции 
 явно зависит только от , причем чем мень-

ше скорость вынужденного течения ( ), тем 
сильнее развита электроконвекция (зависимость 
квадратичная). Указанная зависимость следует 
и непосредственно из вида числа электроконвекции 

, однако она носит частный характер (при фик-
сированном значении каждого параметра), а за-
висимость (19) является общей, комплексной.

В то же время из (19) следует, что от начальной 
концентрации  и граничных концентраций  , 

 электроконвекция зависит не явно, а опосре-
дованно. Численный анализ показывает (рис. 3), 

что электроконвекция слабо зависит от концен-
трации , , . Уменьшение граничных 
концентраций  на два порядка при-
водит к незначительному увеличению размеров 
электроконвективных вихрей. Влияние граничных 
концентраций  на вид ВАХ также 
несущественно (рис. 4).

Замечание 2. Параметры  оказы-
вают значительное влияние на распределение 
концентрации и напряженности электрического 
поля, что видно по критериальному числу .

7. Локальное критериальное число 
электроконвекции и пороговая кривая

В работе [13] приведены условия возникнове-
ния электроконвекции вблизи катионообменной 
и анионообменных мембран в размерном виде. 
В отличие от общего критериального числа для 
расчета локального критериального числа у по-
верхности катионообменной мембраны необходи-
мо использовать величину локальной электриче-
ской силы  у ее поверхности. Таким образом, 
критериальное число  электроконвекции 
у поверхности катионообменной мембраны, можно 

Рис. 3. Линии тока течения раствора при одинаковом значении падения потенциала и различных концентрациях 
. Размеры предпоследних вихрей (по внешней замкнутой линии): 48×167 мкм для  

= 0.01 моль/м 3; 39×77 мкм для  моль/м 3
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определить в виде . В работе [13] вы-

числены усредненные электрическая сила и сила 
инерции, показано, что

 . (20)

Из определения числа  следует существо-
вание его критического значения , что при 
условии

 , (21)

электрическая сила у поверхности катионообмен-
ной мембраны преобладает над силой инерции 
и начинается электроконвекция у ее поверхности.

Локальные критериальное числа позволяют 
ввести понятие пороговой кривой электрокон-
векции для электромембранных систем с вынуж-
денной конвекцией. Пусть для определенности, 
электроконвекция начинается у катионообменной 
мембраны при некотором критическом значении 

. Выражения (20) и (21) дают соотношение 
между падением потенциала  и средней ско-
ростью , когда начинается электроконвекция: 

. Из этой формулы следует, что 

для того, чтобы при заданной средней скорости 
вынужденной конвекции  возникла электрокон-
векция необходимо, чтобы значение падения по-
тенциала  было выше кривой

 , (22)

которую можно назвать пороговой кривой воз-
никновения электроконвекции у катионообмен-
ной мембраны.

Нами на основе математической модели была 
численно найдена пороговая кривая и приведено 
ее сопоставление с расчетами по формуле (22), 
которое показало ее адекватность при небольших 
скоростях.

Запишем пороговую кривую через безразмер-
ные параметры. Учитывая, что величина  
является безразмерной, обезразмерим  и вы-
разим длину через ширину, тогда , а фор-
мула (22) запишется в виде (индекс «u» опущен): 

, или

 , (23)

где  — некоторое безраз-

мерное число.
Замечательно простой вид формулы (23) связан 

с тем, что  в принципе зависит от всех безраз-
мерных критериев. С другой стороны важно то, что 
величину  можно измерить в физическом экс-
перименте.

Замечание 3. Возле анионообменной мембраны 
справедливо соотношение, аналогичное (23), со 
своим безразмерным числом .

ВЫВОДЫ
В статье предложено развитие теории подобия 

процессов переноса в канале обессоливания элек-
тродиализного аппарата. Выяснен физический 
смысл коэффициентов подобия. Приведены при-
меры подобия для размерных наборов данных, что 
может оказать помощь при интерпретации и срав-
нении результатов различных экспериментов с ис-
пользованием электродиализных ячеек с различны-
ми геометрическими размерами, помочь распро-
странить результаты, полученные для лаборатор-
ных ячеек, на промышленные электродиализаторы.

Развитая теория подобия может использовать-
ся как теория планирования физических и вычис-
лительных экспериментов, поскольку она указы-
вает необходимые для измерений и вычислений 
безразмерные параметры и в каком виде нужно 
искать закономерности массопереноса.

Рис. 4. Вольтамперные характеристики при разных 
значениях начальных и граничных концентраций 

  :    ( 1 ) ; 
 (2).
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Математическая эквивалентность подобных 
наборов данных не означает вычислительной эк-
вивалентности соответствующих этим наборам 
краевых задач. Разница в вычислительной слож-
ности может быть значительной. Теория подобия 
позволяет использовать те наборы данных, для 
которых численные расчеты удобнее проводить.

В работе выведены новые критерии подобия 
и проанализированы характеристики процесса 
переноса с их учетом.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке  РФФИ  в  рамках  научных  проектов 
№ 13-08-93105-НЦНИЛ_а, № 13-08-93106-НЦНИЛ_а 
и № 13-08-96525 р_юг_а.
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SIMILARITY THEORY OF TRANSPORT PROCESSES 
IN ELECTRODIALYSIS DESALINATION CHANNEL
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Abstract. Subject of research — transport processes in electro-membrane systems; theme — the 
electroconvection; purpose — the development of scaling theory of transport processes in elec-
tro-membrane systems. The research method — mathematical and numerical modeling.
The results of the work. A theory of similarity introduced similarity criteria, clarify their physical 
meaning and examples. Recommendations are given for the physical and computational experiments. 
Offer some nontrivial similarity criteria using which investigated the effect of some parameters on 
electroconvection.
Proposed local criterial number allows you to enter the threshold curve electroconvection for electro 
systems with forced convection. Given the physical meaning of the threshold curve.
Scope of results: theoretical and experimental studies of transport processes in electro systems based 
electroconvection, simulation and optimization of geometrical and technological parameters of the 
electrodialysis desalination devices.

Keywords: electrodialysis, desalination, criteria numbers, Nernst-Planck-Poisson equations, Navi-
er-Stokes equations, similarity theory.
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