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Аннотация. Представлен обзор существующих методов расчета равновесной формы капель, 
сидящих или висящих на гладкой горизонтальной поверхности в поле силы тяжести. Про-
слежена связь геометрических параметров капель с критическими углами смачивания, игра-
ющими важную роль с точки зрения экспериментального определения поверхностного натя-
жения.

Ключевые слова: форма капли, сидящая капля, висящая капля, твердая поверхность, крити-
ческий угол смачивания (угол смачивания), поверхностное натяжение, межфазные границы, 
адгезионные свойства, энергетическое состояние, капиллярное давление, смачивание.

ВВЕДЕНИЕ
На сегодняшний день поверхностные явления 

являются одним из актуальных объектов исследо-
вания. Информация о поверхностном натяжении 
и  состоянии поверхности играет определяющую 
роль в трибологии и жидкостной хроматографии, 
лежит в основе современных технологий вытесне-
ния из пластов нефти и газа, флотационных мето-
дов обогащения полезных ископаемых, методов 
нанесения красок и покрытий, очистки жидкостей 
и газов от примесей, а также пропитки строитель-
ных и  текстильных материалов специальными 
составами. Эти характеристики во многом опреде-
ляют скорость образования зародышей новой фазы 
и  существенно сказываются на эффективности 
теплообменных процессов. Изменение поверхност-
ного натяжения под действием поверхностно ак-
тивных веществ (ПАВ) используется при мойке 
и стирке, а также при бурении горных пород, ме-
ханической обработке высокопрочных материалов 
и измельчении, обусловливая значительное сокра-
щение энергозатрат на проведение этих операций. 
Поверхностные эффекты широко используются 
в металлургии и могут изменять биосовместимость 
различных жидкостей и полимеров, применяемых 
в  современной медицине для протезирования. 
Огромное значение имеет поверхностное натяже-
ние в биологических процессах.

Многие виды композитов и  композиционных 
материалов формируются из жидкой дисперсион-
ной среды — матрицы, обладающей той или иной 
вязкостью и твердой дисперсионной фазы — на-
полнителя, вводимого в  систему тем или иным 
образом. Важное условие формирования таких 
гетерогенных систем — оптимальное соотношение 
между твердой и жидкой фазами. На практике, как 
правило, стремятся обеспечить максимальную 
концентрацию твердых частиц наполнителя в ма-
трице. Очевидно, что для получения необходимой 
механической прочности таких материалов жидкая 
фаза должна в процессе их формирования охватить 
всю поверхность твердой частицы, внедриться в ее 
поры, и тем самым обеспечить максимально воз-
можное молекулярное взаимодействие между ма-
трицей и  наполнителем. Следовательно, макси-
мальная концентрация твердых частиц наполните-
ля в матрице помимо их размеров, формы и упа-
ковки должна зависеть от смачивающей способ-
ности жидкой дисперсионной среды по отношению 
к поверхности твердых частиц, а значит от вели-
чины краевого угла смачивания жидкой фазой по-
верхности твердой.

Знание краевых углов, или точнее, критических 
углов смачивания дает информацию о поверхност-
ном натяжении [1—12], а  также об адгезионных 
свойствах веществ и  энергетическом состоянии 
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атомов и молекул на межфазных границах [1—16]. 
Однако классическая теория явлений на межфаз-
ных границах [17—19], базирующаяся на двух 
физических параметрах — коэффициенте поверх-
ностного натяжения жидкости и  краевом угле 
смачивания жидкостью поверхности твердого тела 
не учитывает влияние на значения краевого угла 
и форму капель, сидящих или висящих на гладкой 
горизонтальной поверхности, гравитационных сил. 
Поэтому применение этой теории на практике, как 
правило, дает только качественные результаты.

Целью настоящего обзора основных методов 
расчета равновесной формы капель, сидящих или 
висящих на твердой горизонтальной поверхности 
в поле силы тяжести, явилось изучение возмож-
ности определения по их форме критических углов 
смачивания и поверхностного натяжения жидкости, 
что является важным как с точки зрения фундамен-
тальной, так и прикладной науки.

1. МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФОРМЫ 
ПОВЕРХНОСТИ КАПЕЛЬ, ОСНОВАННЫЕ 
НА ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ 

ЛАПЛАСА
Как известно [17], первые количественные ис-

следования формы поверхности жидкости, сопри-
касающейся с  твердой поверхностью, относятся 
к  началу XIX  века, когда были сформулированы 
закон постоянства краевого угла смачивания Юнга 
(1804 г., [18]) и закон капиллярного давления Ла-
пласа (1806 г., [19]):

	 ,	 (1)

где  — разность давления  внутри 
жидкости и давления газа  снаружи,  и   — 
главные радиусы кривизны поверхности, sLG — ко-
эффициент поверхностного натяжения жидкости. 
При этом Юнг нашел также количественное соот-
ношение, связывающее краевой угол q с коэффици-
ентами поверхностного натяжения межфазных 
границ твердое тело  — газ sSG, твердое тело  — 
жидкость sSL и жидкость — газ sLG (рис. 1):

	 .	 (2)

Уравнение (1), являясь, по сути, условием ме-
ханического равновесия капли, может быть поло-
жено в основу численных методов расчета ее по-
верхности.

Будем считать, что распределение жидкости по 
твердой подложке определяется только поверхност-
ными силами и силой тяжести. Тогда разность  
может быть выражена как линейная функция пере-
менной z [1]:

	 ,	 (3)

где z — вертикальная координата точки, принад-
лежащей поверхности капли (рис. 1),  — раз-
ность давлений на плоскости z = 0, g — ускорение 
свободного падения,  — разность плотностей 
капли и окружающего газа.

Знак «+» в выражении (3) и далее соответству-
ет капле, сидящей на подложке (рис.  1а). Знак 
«–» — висящей капле (рис. 1б).
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Рис. 1. Геометрия капли, сидящей (а) и висящей (б) на 
твердой горизонтальной поверхности

Принимая во внимание осевую симметрию 
капли, для её вершины можно записать:  =  =  
=  = 1/b, где  и b — радиус кривизны и кри-
визна поверхности капли в вершине соответствен-
но. Помещая начало координат в  эту вершину, 
получим:

	 .	 (4)

С учетом равенств (3) и  (4) для обладающих 
осевой симметрией капель из (1) имеем:

	 ,	 (5)

или, используя капиллярную постоянную 

,

	 .	 (6)
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В цилиндрической системе координат с осью 
симметрии z [1]:

	 ,	 (7)

	 ,	 (8)

где , а  .
Таким образом, равновесная форма капель, об-

ладающих осевой симметрией, определяется диф-
ференциальным уравнением второго порядка:

	 ,	 (9)

граничными условиями для которого являются 
краевой угол q на межфазной границе твердая по-
верхность  — жидкость и  объём капли, который 
можно заменить её высотой.

Интересно, что путём перехода к новым без-
размерным переменным X и Z, определяемым вы-
ражениями:

	 , ,	 (10)

в которых величина c под корнем берется со знаком 
«+», уравнение (9) может быть преобразовано 
к автомодельному виду [20]:

	 .	 (11)

Выражение (11) не содержит никаких параме-
тров, кроме геометрических, то есть является 
универсальным для любых жидкостей и для любо-
го поля тяжести .

Уравнение Лапласа (9) для случая сидящей 
капли было решено численно еще в  1883  году 
Бэшфортом и Адамсом [21]. Удивительно при этом, 
что эти авторы работы [21] произвели свои рас-
четы вручную и табулировали полученное решение 
для различных значений, так называемых чисел 
Бонда , которые не имеют 
размерности и, по сути, являются мерой отклоне-
ния формы капель от сферической. Сегодня, в век 
компьютеров, любой студент может повторить 
вычисления Бэшфорта и Адамса в течение несколь-
ких минут, причем, для любых наперед заданных 

значений чисел Бонда b как для сидящей, так и для 
висящей капли.

Для этого удобно вернуться к уравнению (6) 
и перейти в нём от переменных , , x и z к но-
вым переменным l, j, x и z, где x — горизонтальная 
координата точки, принадлежащей поверхности 
капли, l — длина дуги на её поверхности, а j — 
угол отклонения касательной к поверхности капли 
от горизонтальной оси Ox (рис. 1). Тогда, исходя 
из геометрических соображений, можно записать:

	 , 	 (12)

и представить равенство (6) в виде [10, 22]:

	 .	 (13)

Уравнение (13) совместно с геометрическими 
соотношениями:

	 , ,	 (14)

полностью определяет форму поверхности капли 
в поле силы тяжести.

Система уравнений (13) — (14) представляет 
собой систему дифференциальных уравнений 
первого порядка для трех функций длины дуги l, 
которые должны решаться со следующими началь-
ными условиями [10, 22]:

	 , , , .	 (15)

Решение этой системы может быть получено 
численными методами, например, в среде MathCAD 
или MatLab и позволяет легко определить объем V 
и  площадь поверхности S обладающей осевой 
симметрией капли:

	 ,	 (16)

	 .	 (17)

Максимальное значение L переменной интегри-
рования l задается критическим углом смачивания q:

	 .	 (18)
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Результаты вычислений, проведенных по фор-
мулам (13)  — (18) для капель воды различного 
объема, представлены на рис. 2. Вычисления про-
водились в пакете MathCAD методом Рунге-Кутта 
четвертого порядка [23, 24].

Численное интегрирование уравнения Лапласа 
можно также произвести методом Эйлера [23, 24], 
исходя из уравнения (9) или (11). Для этого необ-
ходимо, например, уравнение (11) записать в так 
называемой стандартной форме, представив это 
уравнение второго порядка в виде пары уравнений 
первого порядка [20]:

	 	

(19)

Удобным также может оказаться представление 
уравнения (11) в виде пары уравнений [25, 26]:

	
	 (20)

в которых угол отклонения касательной к поверх-
ности капли от горизонтали j играет роль пара-
метра.

2. ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФОРМЫ ПОВЕРХНОСТИ 

КАПЕЛЬ
Следует отметить, что для определения равно-

весной формы поверхности жидкости часто быва-
ет удобно использовать не условие равновесия, 
записанное в виде уравнения Лапласа (1), а реше-
ние вариационной задачи о  минимуме полной 
энергии капли U [27—29], которую можно пред-
ставить в виде суммы поверхностной энергии U1 
и потенциальной энергии жидкости U2 в поле силы 
тяжести:

	 .	 (21)

Рассмотрим плоское сечение капель, изобра-
женных на рис. 1.

Поверхностную энергию U1 таких капель 
(на единицу длины их контура) можно представить 
в виде:

	
,	 (22)

где величина  представляет собой радиус капли 
(рис. 1).

Значение потенциальной энергии U2 (также на 
единицу длины контура) можно записать как:

	 .	 (23)

Таким образом, исходя из уравнений (21) — 
(23), значение полной энергии капли U можно 
представить в виде:

	

.	 (24)

При условии постоянства площади поперечно-
го сечения капли задача о форме её поверхности 
сводится к определению минимума функционала 
(24). По-видимому, впервые точное решение этой 
задачи для сидящей капли было получено в [30].

Чтобы найти минимум функционала (24), со-
ставим вспомогательный функционал:

	
,	 (25)

где l — неопределенный множитель Лагранжа.
Поскольку ,  и   при фиксированном 

значении температуры есть величины постоянные, 
минимум функционала (25) будет определяться 
подынтегральной функцией:

	 .	 (26)

В свою очередь, условный минимум этой функ-
ции, как известно [31], определяется решением 
уравнения Эйлера — Лагранжа:

	 ,	 (27)
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которое в рассматриваемом случае принимает вид:

	 .	 (28)

Уравнение (28) имеет первый интеграл [31]:

	 ,	 (29)

который для нашего случая принимает вид:

	 .	 (30)

Учитывая, что  (рис. 1) и что 
при z = 0 угол j = q, из (30) находим, что постоян-
ная .

Таким образом, выражение (30) может быть 
записано в виде:

	 .	 (31)

Используя уравнение (31) и учитывая при этом, 
что при z = zmax = h угол j = 0, находим, что неопре-
деленный множитель Лагранжа l определяется 
выражением:

	 .	 (32)

Подставив (32) в (31), получаем [30]:

	

.

	 (33)

Решение уравнения (33) и  будет определять 
равновесную форму поверхности капли.

Это решение может быть представлено в виде 
интеграла [30]:

	 ,	 (34)

где в качестве  обозначена правая часть урав-
нения (33):

	 .	 (35)

Значение постоянной C2 в выражении (34) за-
висит от выбора начала координат, и если выбрать 
это начало в точке, соответствующей левому краю 
капли (рис. 1), это значение может быть положено 
равным нулю: C2 = 0, так как в этом случае  .

Анализ равенства (34) показывает, что с увели-
чением массы жидкости под действием возраста-
ющей силы тяжести капля все больше деформиру-
ется (рис.  2). При этом увеличивается площадь 
контакта жидкости с твердой подложкой и возрас-
тает высота капли h. Однако в случае сидящей 
капли при некотором критическом значении массы 
жидкости m = m*, увеличение высоты капли пре-
кращается, и при значениях m > m* высота h = h* 
остается постоянной [30]. Дальнейшее увеличение 
массы приводит только к росту площади контакта 
жидкости с твердой поверхностью и к увеличению 
плато — плоской горизонтальной части верхушки 
капли, которая все больше становится похожей на 
диск [32, 33]. Таким образом, появляется признак, 
по которому можно отличить сидящую каплю от 
тонкого слоя жидкости, свободно распределенной 
на горизонтальной твердой поверхности.

0 1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x, мм

z, 
мм

V = 50 мм3

V = 10 мм3

Рис. 2. Расчетная форма поверхности капель воды раз-
личного объема, сидящих (штрих-пунктир) и висящих 
(сплошные кривые) на горизонтальной подложке с 
критическим углом смачивания q = 20°. Пунктирные 
кривые соответствует сферической форме капель того 

же объема

Максимальное значение высоты капли h* со-
ответствует экстремальному значению множителя 
Лагранжа (32) [30]. Взяв производную  
и приравняв её к нулю, из (32) находим:

	 ,	 (36)
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что согласуется с результатами [32]. Таким образом, 
жидкость стремится распределиться по твердой 
поверхности так, чтобы толщина её слоя была 
равна h*.

В качестве a в выражении (36) обозначена ка-

пиллярная длина , которая 

определяет характерные размеры капель, при ко-
торых начинают сказываться гравитационные эф-
фекты. При 1800 (несмачивающая жидкость) 

толщина слоя ; при 

0° (полное смачивание) , т. е. жидкость 
стремится растечься по всей поверхности.

Радиус капли жидкости, как это следует из (34), 
равен:

	 ,	 (37)

и, как и высота капли h, определяется её объемом V:

	 .	 (38)

Как показывает опыт [32, 33], при фиксирован-
ном значении краевого угла смачивания q с увели-
чением массы жидкости увеличение высоты до 
предельного значения h* сопровождается ростом 
радиуса основания капли  практически по ли-
нейному закону. Это позволяет записать соотноше-
ние [30]:

	 ,	 (39)

в котором A0 — это коэффициент пропорциональ-
ности.

Степень согласия расчетов, произведенных по 
формулам (37) и (39) для воды при углах смачива-
ния q = 20º, можно оценить, исходя из рис. 3.

3. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ 
ОПИСАНИЯ ФОРМЫ ПОВЕРХНОСТИ 

КАПЕЛЬ
Как известно, численные методы решения задач 

в большинстве случаев проигрывают аналитиче-
ским. Вследствие этого появление точного анали-
тического решения задачи о форме капель (34) — 
(35) можно рассматривать как важное достижение 
математической физики последних десятилетий. 
В то же время это решение является достаточно 
сложным для анализа, так как оно представлено 

в интегральном виде (34). Поэтому имеет смысл 
рассмотреть некоторые приближенные методы 
описания поверхности капель, многие из которых 
появились задолго до работы [30].

В основе большинства из этих методов лежит 
разложение решения уравнения Лапласа (6) или 
функционала (25) по некоторому малому параме-
тру задачи e, роль которого в  зависимости от 
условий могут играть числа Бонда b или обратные 
числа Бонда b–1 (при b >> 1) [34—39]. Само же 
решение задачи о  форме поверхности капли 
в этом случае может быть найдено, как это было 
впервые предложено Эрлихом [40], по теории воз-
мущений.

Используя этот подход, автору работы [36] уда-
лось получить следующее приближенное выраже-
ние для поверхности сидящей капли (b << 1):

	 ,	 (40)

где r и  a  — координаты точки на поверхности 
капли в  сферической системе координат, а R — 
максимальный радиус сечения этой капли в гори-
зонтальной плоскости (рис. 4). Заметим, что этот 
радиус не имеет ничего общего с радиусом невоз-
мущенной капли в отсутствие силы тяжести, так 
как и объем, и угол смачивания реальной капли 
будут отличаться от объема и  угла смачивания 
невозмущенной капли, изображенной на рис.  4 
пунктиром.
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Рис. 3. Зависимость радиуса капли 0x  от её высоты h в 
случае сидящей (1) и висящей (2) капли воды при углах 
смачивания q = 20°. Сплошная прямая соответствует 
расчетам, произведенным по формуле (39) при A0 = 1
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Рис. 4. Сидящая на горизонтальной поверхности капля 
в сферической системе координат ),( ar

Как показывают оценки [36], выражение (40) 
удовлетворительно описывает форму поверхности 
капли, если радиус её горизонтального сечения 

. При этом критический угол смачи-
вания  равен:

	
,	 (41)

а объем капли V определяется выражением:

	

,	
(42)

где  — максимальное значение угла a.
Это значение можно определить эксперимен-

тально, по радиусу капли на подложке  и высоте 
капли h (рис. 4):

	 ,	 (43)

или, если непосредственное измерение  по ка-
ким-либо причинам невозможно, путём решения 
трансцендентного уравнения:

(44)

которое является следствием простого геометри-
ческого соотношения (см. рис. 4):

	 .	 (45)

Отметим, что полученные выражения справед-
ливы также и  для висящих капель при b << 1. 
Однако они плохо описывают форму таких капель 
вблизи подложки, т. е. при углах a, близких к  .

Похожие результаты, но несколько иными ме-
тодами были получены в работе [6], в которой для 
поиска решения задачи о  форме сидящей капли 
использовалось разложение:

	 ,	 (46)

в котором e  — это малый параметр, а    — 
функция, характеризующая отклонение формы 
капли от сферической.

Исходя из уравнения Лапласа (6), для  
было получено представление:

	

.	 (47)

В отличие от (40) в это выражение вместо ра-
диуса горизонтального сечения R входит радиус 
кривизны поверхности капли в её вершине . При 
этом объем капли V равен:

	 	

(48)

Сравнение выражений (42) и  (48) позволяет 
записать следующее трансцендентное уравнение, 
связывающее величину  с R:

(49)
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В работах [26, 41, 42] разложение по малому 
параметру , впервые предложенное в [43], 
использовалось для приближенного решения урав-
нения Лапласа (11), записанного в параметриче-
ской форме (20). При этом было показано [26], что 
решение этого уравнения, удовлетворяющее гра-
н и ч н ы м  у с л о в и я м  ,   и 

, с точностью до членов порядка  
имеет вид:

, (50)

 (51)

или, в обычных переменных:

,  (52)

 

(53)

К достоинствам выражений (52) и  (53) отно-
сится тот факт, что они позволяют связать радиус 
капли , её высоту h и её объем V непосредствен-
но с критическим углом смачивания :

, (54)

 

(55)

	 .	 (56)

К недостаткам формул (52) и (53), а также вы-
ражений (40) — (44) и (54) — (56) следует отнести 
то обстоятельство, что они содержат радиус гори-
зонтального сечения капли R, который становится 
неизмеримой величиной при , т. е. для 
хорошо смачиваемых поверхностей.

На практике в этом случае приходится рассма-
тривать R как подгоночный параметр и подбирать 
его методом итераций  — так, чтобы расчетная 
форма капель наилучшим образом совпадала с на-
блюдаемой. Ещё одна возможность обойтись без 
R заключается в том, чтобы исключить эту величи-
ну из рассмотрения, используя независимые из-
мерения радиуса капли  и её высоты h, равенства 
(54) — (55) и численные методы.

Приближенные формулы, лишенные этих не-
достатков, которые описывают форму сидящих 
капель при малых углах смачивания , были 
получены по теории возмущений в работе [44].

В этой работе производилась линеризация 
уравнения Лапласа (9) путем разложения его ре-
шения по малому параметру z/ . При этом было 
показано, что это решение имеет вид:
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	                                                                             ,(57)

где  и   — модифицированные функции 
Бесселя, соответственно, нулевого и первого по-
рядка, a — капиллярная длина, а тангенс критиче-
ского угла смачивания  определяется 
выражением:

	 .	(58)

При  формула (58) может быть за-
писана в более простом виде [44]:

	 .	 (59)

При  [44]:

	 .	 (60)

Последнее выражение соответствует сфериче-
скому приближению для формы капли [26, 44—46], 
в рамках которого предполагается, что возмущаю-
щим действием гравитационных сил можно пре-
небречь (b << 1), а капля имеет форму сегмента 
сферы радиусом  (рис. 5).

z

x-x +x0 00
θ

R0

θ

h

Рис. 5. Форма капли жидкости в сферическом прибли-
жении

В формулах (50) — (51) это соответствует пре-
дельному переходу :

	 , ,	 (61)

или, в размерных переменных:

	 , .	 (62)

Из (54) и (55) сразу получаем:

	 ,	 (63)

	 ,	 (64)

откуда:

	 .	 (65)

Отметим, что уравнения (62), задающие про-
филь сферической капли, могут быть записаны 
также в виде:

	 ,	 (66)

или, с учетом (63) и (64):

	 .	 (67)

Объём капли V в  сферическом приближении 
равен:

, (68)

а площадь поверхности капли S определяется вы-
ражением:

	 .	 (69)

Формулы (65) и  (68) позволяют определить 
критический угол смачивания по двум независи-
мым измерениям — по радиусу малой капли  
и её высоте h или по радиусу капли  и её объё-
му V. При этом измерение объёма в случае малых 
капель оказывается предпочтительным, так как 
высота капель становится трудно измеримой вели-
чиной, особенно в  случае хорошо смачиваемых 
поверхностей (q << 1).

Для учета деформирующего воздействия гра-
витационных сил на тяжелые сидящие капли в ра-
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ботах [47, 48] было предложено использовать эл-
липсоидальное приближение. В  рамках этого 
приближения капля рассматривается как сегмент 
не сферы, а эллипсоида:

	 ,	 (70)

где  и   — соответственно, большая и малая 
полуоси эллипса, а геометрические размеры этого 
эллипсоида определяются путём минимизации 
полной энергии U капли.

Эта энергия может быть представлена в виде 
[48]:

, (71)

где   — в  данном случае радиус сферической 
капли эквивалентного объёма , вели-
чина  имеет смысл критического угла смачива-
ния, по которому производится минимизация,

	

,

	 	

(72)

	
.

В качестве e в  формулах (72) обозначен экс-

центриситет эллипса , а в каче-
стве  — функция, обратная гиперболиче-
скому синусу.

Минимизация (71) производится численными 
методами, по двум параметрам —  и  :

	 , .	(73)

При этом решение первого из этих уравнений 
с последующей заменой  определяет кри-
тический угол смачивания, а также радиус и высо-
ту капли:

	 ,	 (74)

	 ,	 (75)

а решение второго — отношение полуосей эллипса. 
В свою очередь, знание этого отношения позволяет 
определить объём капли V:

	

,	 (76)

и площадь её поверхности S:

 

(77)

При b << 1 формулы, полученные в эллипсои-
дальном приближении, переходят в  выражения, 
соответствующие сферической форме капель. При 
b >> 1, когда гравитационные эффекты доминиру-
ют, они приводят к результатам [48]:

	 ,	 (78)

	 .	 (79)

Причем, выражение (79), как нетрудно заме-
тить, совпадает с (36).
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Следует отметить, что поиску приближенных 
решений задачи о форме висящих капель в литера-
туре уделяется значительно меньше внимания, чем 
в случае задачи о сидящих каплях. Хотя, висящие 
капли и используются для определения критиче-
ских углов смачивания и поверхностного натяже-
ния не менее интенсивно, чем сидящие [7—11]. 
В связи с этим нельзя обойти стороной приближен-
ные выражения, полученные в работе [30], которые 
в одинаковой степени справедливы как для сидя-
щих, так и для висящих на горизонтальной поверх-
ности капель.

Эти выражения дают удовлетворительную точ-
ность, когда определяемая формулой (35) функция 

 << 1, т. е. для углов смачивания q, близких 
к p/2, и для точек на поверхности капли, лежащих 
вдали от её вершины, при z << h. В  этом случае 
знаменатель подынтегральной функции в формуле 
(34) может быть положен равным единице, а сама 
эта формула после интегрирования приобретает вид:

	 ,	(80)

где за начало отсчёта координат, как и в выражении 
(34), принимается край капли: .

Полагая в (80) , для радиуса капли полу-
чаем оценку [30]:

	 .	 (81)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе рассмотрены методы ре-

шения задачи о  форме капель, размещенных на 
идеально гладкой горизонтальной поверхности. 
В то же время следует иметь в виду, что реальные 
поверхности практически всегда являются шеро-
ховатыми, что не может не сказаться на их смачи-
вании и, как следствие, на форме помещенных на 
такие шероховатые поверхности капель. В част-
ности, как показывают эксперименты, если r — это 
фактор неровности поверхности подложки (отно-
шение реальной площади поверхности к площади 
проекции поверхности на горизонтальную пло-
скость), числитель  в уравнении Юнга 
(2) в случае шероховатой поверхности должен быть 
заменен на , а величина критического 
угла смачивания может принимать не какое-то 
определенное значение q, а некоторое значение из 
диапазона , причём, так называемый 

гистерезис угла смачивания  может достигать 
величины порядка 10° [49—53].

Мы не рассматривали также динамические 
эффекты при смачивании, которые выходят за рам-
ки настоящей работы и о которых достаточно под-
робно написано в работах [49, 54—56]. Кроме того, 
в  настоящей работе были рассмотрены методы 
определения формы капель, обладающих осевой 
симметрией, что также является идеализацией [4], 
так как реальные капли в большинстве случаев не 
обладают этой симметрией благодаря неоднород-
ности поверхности, вследствие чего на практике 
приходится разрабатывать специальные методы 
работы с  геометрическими параметрами капель. 
Примерами таких методов могут служить подходы, 
основанные на полиномиальной аппроксимации 
контура капель [57, 58], а также подходы, совме-
щающие в себе глобальную аппроксимацию формы 
капли с локальной аппроксимацией каких-либо её 
геометрических параметров [59].

Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные 
и  научно-педагогические кадры инновационной 
России», ГК 14.740.11.0271.
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