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аннотация. В работе проводится моделирование капиллярных явлений второго рода — об-
разования равновесных поверхностей капель, пузырьков и менисков с учетом размерной за-
висимости поверхностного натяжения. Считается, что поверхностное натяжение является 
функцией двух главных радиусов кривизны поверхности. Найдены зависимости равновесно-
го объема основной фазы (капель, пузырьков, менисков) от параметров, определяющих раз-
мерную зависимость поверхностного натяжения. Эти зависимости с удовлетворительной 
точностью описываются экспоненциальными и степенными функциями. Численное модели-
рование показывает, что при уменьшении размеров основной фазы в гравитационном поле ее 
форма становится близкой к сферической форме.

ключевые слова: математическое моделирование капиллярных явлений; размерная зависи-
мость поверхностного натяжения; равновесные капиллярные поверхности.

1. введение
Под капиллярными явлениями понимается 

широкий круг физических явлений, обусловленных 
действием поверхностного натяжения на границе 
раздела несмешивающихся сред. К ним относятся 
явления в жидких средах, вызванные искривлени-
ем их поверхности, граничащей с другой жидко-
стью, газом или собственным паром. Искривление 
поверхности приводит к появлению избыточного 
давления, которое определяется уравнением Ла-
пласа. Следует отметить, что строгое математиче-
ское исследование капиллярных явлений представ-
ляет собой достаточно сложную задачу [1].

В последнее время с возникновением нанотех-
нологий значительное внимание уделяется изуче-
нию свойств малых объемов жидкостей, что от-
носится к т. н. капиллярным явлениям второго рода 
(здесь нами используется известная терминология 
Л. м. Щербакова). Капиллярные явления второго 
рода изначально связывались с микрогетероген-
ными системами, но могут быть отнесены и к 
движению жидкостей в микро- и нанопорах и 
капиллярах, а также к равновесным состояниям 
очень малых объемов жидкости, в частности тон-
ких слоев и пленок. Для капиллярных явлений 
второго рода характерны зависимости поверхност-

ного натяжения жидкости от радиуса капель и 
линейное натяжение. Становление и развитие те-
оретических моделей в данном направлении тесно 
связано с именами таких известных ученых, как 
Дж. У. гиббс, Р. Ч. Толмен, ф. О. Кениг, ф. П. Бафф, 
Т. Л. Хилл, С. Кондо, Б. В. Дерягин, Л. м. Щерба-
ков и др.

Для описания размерной зависимости поверх-
ностного натяжения сферической поверхности 
важную роль играет дифференциальное уравнение 
гиббса-Толмена-Кенига-Баффа (Gibbs-Tolman-
Koenig-Buff) [2]. Интегрирование этого уравнения 
в аналитическом виде различными способами 
осуществлялось в работах [3—7]. В работе [7] 
методом разделяющей поверхности гиббса полу-
чены формулы для размерной зависимости поверх-
ностного натяжения сферической, параболической, 
цилиндрической и конической поверхностей, ко-
торые характеризовались одним выбранным гео-
метрическим параметром. Было показано, что с 
уменьшением размера конденсированной фазы 
поверхностное натяжение уменьшается. Этот вы-
вод подтверждается также расчетами размерной 
зависимости поверхностной энергии кристалличе-
ских фаз в рамках метода, учитывающего межа-
томный потенциал взаимодействия [8].
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В настоящей работе учитывается зависимость 
поверхностного натяжения от двух главных ради-
усов кривизны в целях моделирования различных 
равновесных капиллярных поверхностей (висящая 
и лежащая капли, поджатый и вытянутый пузырь-
ки, мениски). Выводятся новые системы нелиней-
ных дифференциальных уравнений и проводится 
их численное решение методом Рунге-Кутты чет-
вертого порядка. На основе численных решений 
анализируются размерные зависимости равновес-
ных объемов конденсированных термодинамиче-
ских фаз. Для всех зависимостей строятся анали-
тические аппроксимации.

2. размерная зависимость 
поверхностного натяжения

Рассмотрим изолированную систему в состоя-
нии термодинамического равновесия, которая со-
стоит из двух объемных фаз с разными плотностя-
ми и поверхности раздела между ними. В качестве 
разделяющей поверхности выступает поверхность 
натяжения, на которой поверхностное натяжение 
имеет минимальное значение [2, 3]. Избыточное 
давление дается формулой Лапласа [9]:

 , (1)

где , H — средняя (эйлерова) кривизна, 
 — поверхностное натяжение. Дифференциал 

избыточного давления:

 . (2)

Чтобы определить размерную зависимость по-
верхностного натяжения, воспользуемся уравне-
нием гиббса, которое запишем в виде:

 , (3)

где  — неотрицательный параметр, характе-
ризующий толщину межфазной области. В лите-
ратуре параметр  часто называется длиной или 
постоянной Толмена. Типичные численные значе-
ния параметра  находятся в интервале от 0.1 до 
1 нм. При записи уравнения (3) предполагалось, 
что дифференциал химического потенциала и гиб-
бсовская адсорбция равны  и 

, где  — разность объемных концен-
траций вещества в фазах. Ниже будем считать, что 

 не зависит от радиусов кривизны поверхности. 
Такое допущение считается приемлемым, если 
кривизна поверхности не слишком велика [2]; из 
анализа размерной зависимости поверхностного 

натяжения сферической поверхности можно за-
ключить, что допущение имеет место уже при 

. Подставляя (2) в (3), приходим к урав-
нению:

 . (4)

После элементарного интегрирования (4) на-
ходим:

 . (6)

где  — поверхностное натяжение плоской по-
верхности при . Для произвольно искрив-
ленной поверхности: , где  и 

 — главные радиусы кривизны поверхности. 
Таким образом, из (6) окончательно получаем:

 . (7)

Обратим внимание, что при  из (6) и (7) 
получается известная формула Толмена для сферы 
[10]; при  имеем формулу для длинного 
цилиндра радиусом  [7].

3. моделирование свернутых 
менисков

Под свернутыми менисками нами понимаются 
профили поверхностей лежащей и висящей капель, 
а также вытянутого и поджатого пузырьков. На-
чало координат для удобства совместим с верши-
нами рассматриваемых поверхностей. Равновес-
ный профиль определяется из условия постоянства 
суммы гидростатического и капиллярного давле-
ний. При этом уравнение Лапласа имеет вид:

 , (8)

 
,
 

,
 

,

где  — давление в вершине капли (точ-
ка с координатами ), r — радиус кри-
визны вершины капли,  — угол наклона каса-
тельной в некоторой точке меридиана, s — длина 
дуги, x и z — координаты, определяющие форму 
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а) б)

рис. 1. Профили лежащей капли, построенные при различных значениях параметров

сечения капли,  — разность плотностей фаз, 
 — ускорение свободного падения. знак «плюс» 

в уравнении (8) соответствует лежащей капле и 
поджатому пузырьку, а знак «минус» — висящей 
капле и вытянутому пузырьку.

В нашем случае поверхностное натяжение, 
входящее в уравнение (8), является функцией ло-
кальных радиусов кривизны  и . Подставляя 
(7) в (8), получим систему нелинейных дифферен-
циальных уравнений:

 
,
 

,
 

 
, (9)

 , (10)

где  и ,  — капил-
лярная постоянная, . При записи (9) были 
введены безразмерные (отнесенные к r) координа-
ты x и z. Полученные уравнения содержат два не-
зависимых параметра  и , величина которых 
зависит от конкретных экспериментальных усло-
вий. В отсутствие размерного эффекта поверхност-
ного натяжения при  из (9) точно следует 
известное уравнение Башфорта-Адамса (Bashforth-
Adams) [9].

Система уравнений (9) с учетом начальных 
условий (10) решалась численно методом Рунге-
Кутты четвертого порядка с фиксированным шагом. 
Решения в виде профилей поверхностей представ-
лены на рис. 1, 2. Проверка алгоритма проводилась 
сопоставлением решения при  с табличными 
данными Башфорта-Адамса, которые частично 
приведены в [9]. Таким способом выявлено, что 

совпадение решений обеспечивается на уровне 
четырех значащих цифр.

В отсутствие внешних полей ограниченный 
объем жидкости под действием поверхностного 
натяжения всегда приобретает форму шара, кото-
рая соответствует минимуму энергии. В нашей 
модели этому соответствует уменьшение параме-
тра  при произвольных значениях параметра  . 
Следовательно, можно сделать вывод, что форма 
малых капель почти всегда будет близка к сфери-
ческой, что согласуется с результатами экспери-
ментов [11].

Из рис. 1 a можно видеть, что с возрастанием 
параметра  размер капли уменьшается, что об-
условлено уменьшением поверхностного натяже-
ния  и/или увеличением плотности капли. 
В этом случае размерный эффект поверхностного 
натяжения не учитывается, что отвечает значениям 
параметров  и . Но, как следует из 
нашей модели, при определенных условиях раз-
мерный эффект поверхностного натяжения оказы-
вает влияние на равновесную форму капли, что 
проиллюстрировано на рис. 1 б. С увеличением 
параметра  размер лежащей капли уменьшается, 
что объясняется влиянием поверхностного слоя и 
уменьшением поверхностного натяжения из-за 
размерного эффекта.

В отсутствие размерного эффекта поверхност-
ного натяжения увеличение параметра  приводит 
к заметному снижению размера висящей капли, что 
показано на рис. 2 а. На первый взгляд, этот вывод 
может показаться парадоксальным, однако здесь 
следует иметь в виду, что речь идет о размере, ко-
торый устанавливается в условиях термодинами-
ческого равновесия. Из термодинамики хорошо 
известно, что при уменьшении поверхностного 
натяжения объем зародыша конденсированной 
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фазы уменьшается [12, с.207]. При достаточно 
больших значениях  увеличение параметра  
приводит к уменьшению размера висящей капли 
(см. рис. 2 б), что также связано уменьшением по-
верхностного натяжения.

С учетом найденных безразмерных профилей 
можно рассчитать равновесный объем капель. 
В общем случае объем равен:

 , (12)

где  — безразмерная высота мениска, определя-
емая как максимальное значение координаты. Вы-
числения показали, что объемы лежащей и висящей 
капель аппроксимируются соответственно следу-
ющими эмпирическими формулами:

 , (13)

 . (14)

При малых значениях параметра  по-
грешность определения объема лежащей капли по 
формуле (13) не превышает 5 %. С увеличением 
параметра  эта погрешность очень быстро умень-
шается. формула (14) для висящей капли справед-
лива только при . При  зависимость 
равновесного объема V от параметра  имеет 
максимум, который обусловлен влиянием поверх-
ностного слоя толщиной  при малом различии 
плотностей фаз  и высоком поверхностном 
натяжении жидкости . При  размерный 
эффект перестает быть важным, но найденные 
формулы (13) и (14) остаются в силе.

4. моделирование развернутых 
менисков

Развернутые мениски образуются при контакте 
твердой смачивающейся поверхности с протяжен-
ной частью основной жидкой фазы. Поверхность 
развернутых менисков при  асимптотиче-
ски переходит в горизонтальную поверхность. 
Развернутые мениски не пересекают оси вращения 
(т. е. не имеют вершины), поэтому для них справед-
ливо уравнение (8) при . При этом знак в 
правой части определяет направление оси z. знаки 
«плюс» и «минус» относятся соответственно к 
газовому и жидкому менискам. Начало координат 

 поместим на уровень горизонтальной по-
верхности. С учетом сказанного получается следу-
ющая система нелинейных дифференциальных 
уравнений:

 
,

 
, (15)

 , , (16)

где безразмерные координаты и длина Толмена 
(здесь она обозначена через ) введены посред-
ством умножения на , где c — капиллярная 
постоянная.

Для идеального развернутого мениска  
[9]. Однако на практике удобно использовать ко-
нечное значение параметра  для определения 
профиля или объема мениска с заданной числовой 
точностью. Таким образом, в данной модели про-
фили развернутых менисков зависят от двух пара-
метров  и .

а) б)

рис. 2. Профили висящей капли, построенные при различных значениях параметров
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рис. 3. Профили развернутого мениска, построенные 
при различных значениях параметра

Как и в вышерассмотренном случае, система 
уравнений (15) с учетом начальных условий (16) 
решалась численно методом Рунге-Кутты четвер-
того порядка с фиксированным шагом. Решения в 
виде профилей менисков показаны на рис. 3. Па-
раметр  подбирался так, чтобы при  обе-
спечивалось совпадение результатов расчета с та-
бличными данными из [9] на уровне четырех зна-
чащих цифр. Объем развернутого мениска, вычис-
ленный по формуле (12), достаточно хорошо ап-
проксимируется формулой:

 
. (17)

При  уменьшение поверхностного натя-
жения жидкости  всегда приводит к уменьше-
нию размера мениска; при  объем имеет 
максимум, который обусловлен наличием поверх-
ностного слоя. Характер этой зависимости анало-
гичен случаю висящей капли, но здесь отсутствует 
параметр .

Наконец отметим, что величина  имеет 
размерность длины и представляет собой класси-
ческую капиллярную постоянную Лапласа [9], 
определяющую линейный размер, при котором 
становятся существенными капиллярные явления.

5. заключение
С уменьшением размеров конденсированной 

фазы увеличивается доля поверхностных атомов, 
поэтому возрастает влияние межфазных границ 
раздела. Размерная зависимость поверхностного 
натяжения обусловлена длиной Толмена, т. е. фак-
тически толщиной межфазного (переходного) слоя. 
Следовательно, с возрастанием температуры во 
многих случаях размерный эффект поверхностно-

го натяжения будет усиливаться за счет увеличения 
толщины межфазной области.

В настоящей работе впервые исследованы 
равновесные капиллярные профили с учетом раз-
мерной зависимости поверхностного натяжения, 
которая задается формулой (7). Получены системы 
нелинейных дифференциальных уравнений для 
описания свернутых и развернутых менисков, а так 
же проведено их численное решение. Расчеты по-
казали (рис. 1—3), что учет размерной зависимости 
поверхностного натяжения приводит к заметному 
изменению профилей менисков. Эта зависимость 
во всех случаях определяется безразмерным пара-
метром , который связан с длиной Толмена. 
Следующим этапом в моделировании является 
модификация всех уравнений с учетом сил межа-
томного взаимодействия Ван-дер-Ваальса.
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