
КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, Том 13, № 4, 2011 423

таки наиболее распространенными объектами 
служат фрактальные и самоподобные структуры 
типа кривой Коха, ковра и куба Серпинского (см. 
[1, 7—8]).

Суть нашего подхода в сильной степени связана 
с возможностью применения к подобного рода 
структурам операции дробного дифференцирова-
ния, которую, как было показано в работах [9, 10], 
весьма удобно ввести с помощью интеграла Фурье 
для определенного класса абсолютно интегрируе-
мых функций.

Попытки применить известные уравнения мате-
матической физики к фрактальным объектам пред-
принимались, например, в работах [2, 11, 12]. Одна-
ко надо заметить, что во всех этих работах применя-
лась операция дробного дифференцирования, кото-
рую впервые ввел, по-видимому, А. В. Летников [13].

Мы будем придерживаться несколько иной 
концепции [9, 10], которая, на наш взгляд, является 
более удобной и перспективной при решении чисто 
физических задач.

При этом линейный оператор обычного диф-

ференцирования  заменяется на оператор (тоже 

линейный) Â, действие которого на некоторую 
функцию f (x) вводится как:

 Â f (x) = , (1)

где число | e | < 1, а fk —Фурье-образ оригинала 
функции f (x).

ВВЕДЕНИЕ
В последнее время широкое распространение 

получили исследования, связанные с изучением 
свойств фрактальных объектов. Стремительный 
прорыв в этой области начался, по — видимому, с 
обзора [1], где впервые были сформулированы 
основные принципы и идеи этого нового научного 
направления. Подавляющее количество результа-
тов, описанных в этом обзоре, было получено 
благодаря методам численного моделирования или 
опытным путем [2—3].

Именно поэтому, целью настоящей работы 
является разработка чисто теоретического подхода, 
с помощью которого можно будет описывать не 
только равновесные, но и различные диссипатив-
ные характеристики физических фрактальных 
структур [4].

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Обычное квазиклассическое кинетическое урав-

нение [5, 6] позволяет вычислять массу разнообраз-
ных диссипативных характеристик весьма широко-
го спектра кристаллических структур (например, 
магнетиков, диэлектриков, металлов, и т. п.). При 
этом, как правило, ограничиваются простыми гео-
метрическими формами образцов типа сферы, куба 
или тонкой пластины. Как уже было отмечено, по-
добными формами все природное многообразие 
материальных объектов не ограничивается, и при 
более внимательном знакомстве с возможностями 
природной трансформации выясняется, что все — 
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С помощью этого оператора Â квазиклассиче-
ское кинетическое уравнение можно тогда записать 
в следующем виде:

 Âi  f = L{ f }, (2)

где L{ f } — интеграл столкновений, индекс 
i = 1, 2, ... 6, а по повторяющимся индексам под-
разумевается суммирование. Значения i = 1, 2, 3 
соответствуют декартовым координатам x, y, z, а 
i = 4, 5, 6 — импульсному пространству и коорди-
натам соответственно px, py, pz. uie представляет 
собой обобщенную скорость в фазовом простран-

стве с числом состояний , где обычная 

скорость есть , а . Ин-
декс e указывает на зависимость обобщенной 
скорости от фрактальной размерности.

При интегрировании обеих частей уравнения 
( 2 )  п о  ф а з о в о м у  о б ъ е м у,  п о л у ч а е м 

. В 

силу H-теоремы интеграл в правой части тожде-
ственно обращается в нуль (независимо бозоны это 

или фермионы). Поскольку скорость  (если 

речь идет об электронах, где m — масса электрона), 
то второе слагаемое также исчезает в силу того, 
что  и у нас автоматически по-
лучается, как и должно быть [5, 6], уравнение вида 

, которое представляет собой закон сохра-

нения числа частиц консервативной системы 
 сохраняется.

С помощью уравнения (2) можно вычислить 
ряд кинетических коэффициентов в случае фрак-
тальных материальных структур. Покажем, к при-
меру, как можно найти коэффициент теплопрово-
дности металлического образца, который предста-
вим себе в виде проволоки, согнутой по законам 
построения фрактального объекта.

Согласно определению теплового потока имеем:

 . (3)

С другой стороны, тепловой поток можно вы-
разить через функцию распределения f:

 , (4)

где m0 — химический потенциал электронов и тра-
диционно [5, 6] дисперсия электронов обозначает-
ся как e ( p).

Однако в отличие от обычного трехмерного 
изотропного импульсного пространства, когда за-
кон дисперсии можно выбрать в простейшем виде 

e ( p) =  [5], в случае пространств нецелой раз-

мерности дисперсия электронов становится сильно 
анизотропной функцией, зависящей от декартовых 
координат импульса px, py, pz.

Как было доказано в работе [14], для случая 
квазитрехмерного импульсного пространства закон 
дисперсии электронов можно представить, в виде 

следующей зависимости: 

. 

Здесь уместно подчеркнуть, что во избежание 
недоразумений и путаницы по поводу похожести 
обозначений, везде далее параметр фрактальности 
будет обозначаться, как это принято в теории фрак-
талов, через e, а дисперсия электронов, как это 
принято в теории металлов [5], через e ( p) или e p.

Положим, что , где

  (5)

представляет собой квазиравновесную неоднород-
ную функцию распределения электронов, а 

d T малая поправка к функции распреде-

ления.
Тогда формула (4) примет вид:

  (6)

Для вычисления d f воспользуемся t -приближе-
нием.

В стационарном случае получаем:

 ,

где .

Отсюда:

 .

С учетом полученного выражения для d f  фор-
мула (6) примет вид:
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 (7)

Из условия равенства выражений (3) и (7), на-
ходим искомый тензор теплопроводности фрак-
тального объекта:

 . (8)

Для вычисления интеграла (8) сделаем несколь-
ко упрощающих предположений.

Во-первых, предположим, что изучается кри-
сталлическая структура, обладающая кубической 
симметрией, в силу чего наш фрактальный объект 
в целом можно будет считать изотропным.

При этом предположении тензор теплопрово-
дности kik можно представить как kik = k · d ik, где 
d ik — символ Кронекера. Тогда в правой части ра-
венства (8) произведение компонент вектора ско-

рости  следует заменить на , где мно-

житель 1/3 появляется в результате усреднения по 
направлениям . Поскольку скорость определяет-

ся как , то 

.

Во-вторых, в силу того, что спектр электронов 
фрактального металла является анизотропным, 
время релаксации электронов t p является функци-
ей e. Поэтому при выполнении интегрирования 
(благодаря применению теоремы о среднем) время 
релаксации можно вынести за знак интеграла и 
приписать ему индекс e, то есть вместо t p писать 
теперь .

И, наконец, последнее упрощающее предпо-
ложение. Будем предполагать, что электронный газ 
является вырожденным и для него выполняется 
условие T << eF .

В соответствии с этим производная от равно-
весной функции распределения по энергии соглас-

но [5, 6] может быть представлена в виде 

, где d (x) — дельта-функция Ди-

рака.
А потому .

В результате выражение для коэффициента 
теплопроводности примет вид:

 . (9)

Однако, даже, несмотря на все прозвучавшие 
выше упрощения, полученный интеграл вычисля-
ется совсем не просто.

Удобнее всего провести его вычисление в сфе-
рической системе координат: px = p sinq cos j, 
py = p sinq sin j, pz = p cos q, 0 ≤ j ≤ 2p, 0 ≤ q ≤ p.

После некоторых довольно сложных и громозд-
ких преобразований, с использованием свойств 
дельта-функции, получаем в результате:

 , (10)

где функция

. (11)

а фигурирующая в решении (10) мера ne, обеспе-
чивает правильную размерность коэффициента 
теплопроводности фрактального металла.

Как видим, коэффициент теплопроводности 
оказывается сложной функцией параметра фрак-
тальности e, что и дает аналитическую связь 
между чисто физическими свойствами фракталов 
и геометрическими [9, 10, 14].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Предложено обобщение кинетического урав-

нения на случай образца не целой размерности.
2. В качестве примера его приложения дано 

вычисление коэффициента теплопроводности 
фрактальной металлической проволоки.

3. Практическое приложение предложенного 
выше подхода может быть осуществлено в при-
кладных задачах, например, в теории фрактальных 
антенн, где исследование тепловых и радиолока-
ционных свойств проводится в основном экспери-
ментально [15—17].
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